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偏斜圆盘定轴转动时的动力学建模方法探讨
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摘 要:建立空间动力学问题的戴学模型的好坏将直是要影响到求解过程的复杂程度和对间揭实质钩理解在

祷通三元复数模型的基础之上，对偏创盹鑫定铀转动时的附加动约求力的计算进行了讨论.在此过程中.提出

了骨复面及待复数的概念.进一步之善三二元复数模型.并验证了戴种三元复敬模型的可行性和简便性
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在工程实践中，当转于作定轴匀速转动时UP

a=O ，ω=C) ，转于自身常常伴随受到一个附加动

约求力的作用，而且主承转子转动的轴承也将是

到l 同样大小的动反力的作用对转轨动力学问翅

的研克，不仅是对于转轴本身的动力学性能的丁

解，还是对于选择及设计轴承都具有实际垂义

理论力学研究在明，这种附加动约求为是随

着特轴的旋转而周期性主化的，当转 T作高速转

动时，这种周期变化的附加动反力，会引起轴承和

基垦的强烈振动，加速机器的疲劳破坏消除定轴

转动刚体的附加动约束力的根本方法，就是使刚

体的达朗贝尔惯性力革自成平衡力系具体抱说，

就是要求刚体的特轴必须是中 U惯量主轴但对

于实际转动的高速机械，由于制造和安装误差，转

轴相对于转子的位置不会通过中心愤量主轴，而

存在一定的偏心或偏斜即使偏心或偏斜不是很

大，但由于转达很高，这时转子受到的附加动约束

力还是很大的

由于动力学问题的且盎性，现有教科书只对

非常简单的杆类、盘类问题进行了转子的附加动

约束力解析研克对于偏僻薄困盘的是轴转动，从

工程角度看，它应属于不太主杂的动力学问题即

使如此，要想从理论上弄清楚其相互关革仍感到

困难这是因为它涉及空间三维达朗贝尔惯性力

计耳、足点运动动力学、惯性主轴及其坐标转换等

知识内容'"概念辜且计耳主宰，不晶掌握，

从~面看来这是问题本身的且杂性所敛，其

实是由于空间圄形的位直关系不容易表达清楚，
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1 偏斜圆盘动力学问题的表述
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阁 1 偏斜薄网余的定特转动
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由理论力学分析知，附加动约束力的产生来

源于罔盘的不平衡惯性力由?圆盘的对称性，转

轴在 z 万向所受到的附加动约束力互相抵消，而

转轴在 z 方向不产生附加动约束力，最后只剩下 y

方向的附加动约求力需妥分析

国 1 所示均属茸圆盘，睛量为 m ， 密度为 ρ，半

径为 II 由于某种原因，未能使中心对称轴与转轨

同箱，而是有一偏角 β 为了简化问题，设困盘不偏

心，转轴通过盾心 C 若轴承 A 、 E 的距离为 L ，当

回盘U 匀角速度 ω 作走轴转动时， A 、 R 处轴承对

铃轴施加的附加动约束力的大小未知"

K

不能带来直接的视觉冲击和直观感是正因为这

些困难，才造成了理解上的障碍由于现有数学空

间解析工具的不足，没有一种既易于直观想革又

方便解析计耳的理想的有关空间问题的计算方

法文献[2J 中提出的三元且数模型，目的之一就

是试阂弥补这一缺陷本文试图以三元主数模型

作为数学工具，尝试处理偏斜圆盘的动力学问题

并以此为基础，在解决该问题的过程中进一步提

出昔立面及普茸数的撬念，同时完善三元立数模

型
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上述问题的实质，也可转换成这样一个问题，

即求解均盾薄困盘的空间分布惯性力系的合力及

其由惯性力引起的约束平衡力大家首克想到的

当然是通过对面积的微积分来计算这种思路没

有问题，但应如何计算呢?算式该如何在这呢?

问题的核心在于宜间力革的解析计耳及空间概念

的在达上面

2 偏针圆盘三元复数模型的建立

或问题的数学模型或空间力革的数学在达并

不能直接建正在常规的三维且空间坐标系中【巧，

因为在此问题中圆盘是偏斜的本人以前提出过

的三维主空间模型也不能适用于"J 对这个问题的

研究因为在以前讨论的三维立宜间结构模型中，

其实只探讨了两韭!.平面 实立面(通过实轴

的乎面)和应主面(垂直于实轴的乎"')的特性而

且一般化的与实转斜直的普立面还提有研究显

然，如阁 2 所示，昔立面的方位(用法线在示)在三

维茸空间中与实轴 Z 是有一个倾角卢的显然，实

主面和虚主面是普复面的两种特殊情形
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因 2 骨复，"示意图

Fig. 2 The sketch of a general complex plane

普立面上的一个向径应如何周二元且数在

达 7 还是回到l偏斜困盘动力学问题上来只要恰

当选择坐标系，该问题是可以得到简羊解决的这

时，以偏侨l司盘与转铀的主盘。为原占，转轨z 方

向为实轴，转轴的被截而为虚!L函，偏僻圃盘与通

过。点的横裁面的主线为哑轴，，假轴 j 白右手坐

标革确定，即建立起解决该问题的三维革空间坐

标系，如国 3 所示需要指出的是，这时的偏斜圆

盘平面既不通过实柿，也不垂直于实柿，显然它应

当!/，于刚才所定义的普立面值得注章的是，这样

建王的坐标革是与偏针圃盆相罔逢的，当偏针圆

盘转动时，坐标系也随之转动.为丁问题简单化，

因盘圆形是这样在达的，取垂直于哑轴E 的乎而为

正视图，如 3(a) 困 s取垂直于实轴 l 的平面为辅视

围，如 «b)图§取 A 向提围为国 3(叶围在此基础

上，坐标系的选择同时标示在圈 3 中下面具体研

克普主面上任一向径在三维主空间中的在这
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圈 3 偏僻圆盘三维复空间坐标系的建立

Fig. 3 The findir唱 of Ihe three dimensioIl.'电∞ mplex

space sαM也nate sysr，臼nk汀 the inclined plate

对于普立面上的任一向径"其与哑轴的描角

为.'在此立面内的"类卓轴"为 eefaop 子是，按照、

三元!.数的棍念，将三元且数在普!.面上推广，在

此复面内，任一向径 r 是可以与一个三元主数

r • iI" l'相对应的，即能定义出一种新型三元立
~

r-Jr p·ψ，这是一个三重指数式立数在示式，

它可以指代该普复面上的任一矢量或向径使用

这种指数式主数，形式简单，几何意义明显r 代在

向径的大小，ψ 为其在普立面上的幅角，ecmP为该

是面上的"类虚轴"在整个三维立空间坐标革中的

主数在示，指明该二元主数的方位这里的ι 和 J ，

既是三维主空间中的单位矢量，又是对应的三元

主教中的两虚数，因为在主宜间中，羊位矢量与单

位且数是一一对应的显然，在普立面上定义的普

主数与在实主'"上定义的实主数以及在平面上定

义的二元主数其几何意义是相侣的，它是普通二

元实主教在普立面上的格广当然，这样定义的普

!.数与该平面内的向径。A 满足一一对应关革

上述普复数向所在的三维星空间坐标系展

开，即可在碍该二元主数的分量式.将它克在普立

面内展开，即

m
然后再将 e'" fI展开为图示坐标系内的坐标分量，即

~
e 'j! ,...

尸 "ψ= rcosq; i +rsinψee . If

N 二

r-eee pqp=rmsψ. ，十 rsinrpCco哨十sa飞(J eJ90')

显然 x=rcosep;

y= rs1tl伊 SlI l卢

z=rsinpcos{3.

3 偏斜圆盘动力学建模及求解

在在得昔立面上的三元主教桂型后，现在吁
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以研克偏铃薄困盘所受到的离.~惯性力的大小

以偏僻困盘平面为昔主函，上述昔主数也吁在示

成在实主L面上的实茸数形式

N …e .,
, .俨 ψ= rSlfi伊 osf3十户"'

其中，ρ~h耳7=r~再亏平sinz异inz f1
在普主..，上任取一个很面积单元dJ\.大小为

rdp • 巾，摄很面积上所包含的质量为

Jm;=ρ. ，Jψ. J ,
其中 p 为密度该睛量所产生的这朗贝尔惯性力大

小为

J F',, =Jm;' a'=fJ' ru lf" Jr' [xi

其方向位于盛平面内且背离轴中灿，具体为矿，

用三元立数在示就是z

dF" =fJ' rdψ 'dr·fXJ./c产，

由于囡盘斜直，只要进行简单的是力分析可

知，圆盘面上任-;微面积<Ill 与处于对称位直上的

微面积 ciA 两者产生的离心惯性力共同组成一个

方向位于横裁而内的力偶正是由于这一惯性力

锅的出现，才是轴承对转于产生附加约束力的根

源该力供的大小为

JM=dF" • 2z

万向为:e'<';HO、

若用三元主数在示，就是

JM" =fx./ • ru lf' • dr· 2rsil甲 0'卢. (K(F '
附

该力偶在转轨方向上，是有分量由于罔盘的对称

性，整个圆盘所有质点产生的惯性力偶在y( 即 J

轴)万向上的分量相互抵消最后只需要计耳该力

偶矩在 z 方向上的分量2

riM..; = - d M,; • co哼{' = - dM" • sinψ

fX./ • rurr • <l r • 2rsiI甲。咱. rsi T1 rpsinf1
问， .创n2p· r"· dr' 引 nZ f!1ψ

其中卢mψ'=y=FSIn伊m卢

余下的问题，只需对整个圆盘面进行面积积

分，则得z

盹=- (JI/ • sin2卢 • J川 J sin' 'Pdp =

问2 • s叫

盹 (JI/ • sin2卢 -5-f=

二川

旦亏干?卜"哗ω2

其中 p' 7(UZ
= m( fI司盘质量λ

这就是偏斜圆盘在运动过程之中产生的总惯

性力供矩，该惯性力偶矩只有由轴承产生的附加

约求力 F，箩和 F均(伴随着力偶短)来平衡如国1

所示即一定存在关系式

M. 十 FAy .l= 。

由此可在碍附加动约束力为

rFHIZ2Ad,. -,,-. SlI l明'
'J 81 "

在国 1~3 中，卢 = 90
0

- 1f

4 结语

显然，在上述论证过程中，不需要引入深奥、

!.杂的动力学知识，只需妥具备一盘三元立数知

识以及空间想阜能力就可解决问题这对于一般

工程技术人员及现在年青的工科大学孚业生而

言，掌握并理解它不再成为难题上述论证结果与

文献 [lJ的讨论完全相同

机战中三维空间问题的解决确实需要简洁的

数学模型，二元主数模型的提出，对于化解三维空

间数学建模难题会起到一定作用以上所述内容

是三元主数的又一具体应用之一本又车用的三

元主数模型，是在文献 [2J 、 [3J 、 [1J基础上的继续

深化和进一步扩展昔立函、昔主教及其三重指数

式三元立数的提出，进一步完善了三元是数桂型

概念形靠直观、形式简洁实用、儿何意义明显，是

这种模型的优哉
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