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添加辅助线辅助点在计算机自动推理中的研究
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摘要:在证明中使用辅助线和辅助点是传统几何的特色 是高智能的解题方法但却蛤几何证明的机械化

培添了很大的困难尝试在自动椎理中应用辅劝线和辅助点实验证明，对较为复奈的几何问延求说，采冽这

种方法可以显著提高才在应效率
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计算机自动推理是人工智能的一个重要研克

领域，应用十分广泛，而几何定理机器证明就是自

动j推理领域的 一个重妥分支.它是基 T规则的推

理模式如何让计耳机具有数学思维能力，亦即不

仅会计耳数学问题.而且能够证明数字定涩，这就

是定理机器证明要研究的内容，也是十七世纪大

数学 家 革布尼兹 ( Lcihn i z )就 开始 幻 想 的课题凹 ，

中外扭声学者在这方面做出了 卓有成效的努

力田 二十世纪 70年代， 吴文俊院士从中国传玩

数字思想出友，从几何定程证明入手进行数字机

战化研究 ，并建立 T 一套套生学机械化方法，即"吴

法叫;，J他不仅持中国传玩数字且扬尤大，也为国

际自动推理的研究开辟了新的前景 80年代中剔 ，

中科院 院士张景中克生提出了面积法【4】 ‘消点

法回 .使儿何定理可读证明的自动 生成这一难题

得到吏攻，极大地推动了 几何定理机器证明领域

的研究

在几何发型的机器证明中，当 元法确结二命题

的真假时，可能存在三种情形 ，一种可能是命题本

身有误， 另一种可能是所性的现则太少， 第二种可

能就是缺少必妥的辅助信息，使得某些规则 无法

使用 ，这就需妾添加必要的辅助线和辅助点，前两

种问题都容易解决，第二种充分体现了人类思维

活动的灵活性与 丰富性，尚难于机战化在现行具

有推理功能的教育软件中，实现恭加辅助线和辅

助点的椎理软件较少.现行椎理软件的格豆豆认为

圆形中任意两点间都存在连线，产生的所有信息

o >J A

B
都事与椎理.因此即使旅理一个简羊的问题，所产

生的元用信息太太多于有用的信息，降低了推理

速度，甚至一些较复辜的几何题目根本无法进行

推理

总的来看，对于计算机自动添加辅助点问题

的研究已经取得了 一定的吏攻，但本加辅助线和

辅助点问题具有很强 的技巧性 ， 汁耳机实现起 来

具有一足的 难度和局 限， 对于某韭辅助线和辅助

盔的添加也有一定的规律可循，对于有特定蝇律

可循的问题是可以机战化的，因此对于某些辅助

点 的本加 可 以 用 计耳机末实现 本又工作通过区

分连线添加辅助线和一边添加一边剧除的思想 ，

对计算机自动添加辅助线和辅助点两方面的问题

做了重 哉研究

对于添加辅助线问题，先考卓图形中有连线

的信息参与推理 . 限制了信息膨胀，椎理效卒明显

提高，特别是对于圆形主辛而又仅靠现有连线就

证得结论的问题，掺理速度提高更加明显 如果住

靠现有连线无法证得结论时，再担保存起来的元

连线的信息一一取出 ， 介设直成有这线的信息 ，放

入拉理库中，继续参与推理，循环重主直到结论得

出或某一结束条件为止

对于添加辅助点问题，通过对一些常见的几

何困形 ，规定一些具型的辅助耳法，程序运行中碰

到持合条件的国彩 • 'p 自 动 引 用 辅助 耳法指 明 的

处理方法，当添加的辅助点无法证碍结论的情况

下，即时清除该辅助点及辅助点产生的相关信息 ，

再继续考虑恭加其他的辅助点，根据这一思想实

现了 几种主 型 的辅助点 的 添加 ， 不仅提高 了 椎理
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效卒.而且进一步增强了 计耳机解题能力和解是

灵活性

本文利用计耳机自动添加辅助线和辅助点

的有效耳法证明了 一批需要添加辅助线和辅 助

点才 能解决的儿何问题，初步实现了计耳机解决

c<.高智 能的几何问题，解题能力主接近人类的智

慧，

1 ，f，统实现的基础

1. 1 基础原理艳述

为了使汁算机输出的证明过程尽可能传统化

并与教科书上的内容相一纹，本文主要采用前拉

搜索的椎豆豆模式" J

搜索方法的基本思路是口 ， η预克边走一个

推理规则的集合 R，对于一个持判定的几何命题

T，把戒命题的 已知条件分解成语句 集合 鸟 ， 作为

推理的相始条件把命题的结论语句 (组〉作为 C，

将 R 作用于 Do ( 即将 R 中 的规则轮流与 Do 中 的

有关语句相匹 配.匹 配成功 时将捍到的新语句加

入口。 ) ， 产 生一个新的语句 集合 D， CO队 ， 将 II作

用于 口I产生新的语句集合同主阻... ...这样可

叫得到

1. 2 椎理结构 国

推理部分分为三个阶段，第一阶段，只考A:.显

示连线的信息进行推翠g第二阶段，考虑添加辅助

线§第 二阶段，考血添加辅助占

1. 3 核心欲极结构设计

定义 1通常的是义、公理、定涩、号l理、公式

等通称现则

椎理过程需安创建并维护 3 个拮心的 C十十

类描述几何对辜，存放周 于拉裂的信息和椎型产

生的新信息，把它定义为信息类 (CInf.叶，推理所需

妥的推理规则 .把它定义为规则 类 ( Cle tnt IHl ) ;具

体的椎理机制和格理过程，并祀它定义为椎理主

(Creasoning) L8j 推理类 定 义 了 事 实在 ， 为 了 存储

方便，本革统将谓词相同的信息放到同一个在中 ，

即将事实在按照谓坷的 不 同 划分为若干个子在，

分别足义针对直线和二次曲线之是的?在辛辛

格应是是整个程序的核心部分.实现了自 然语言

向内部语言的转化、进行前向搜索推理和生成证

明过程等等此外 ， 为 了 简化推理过程和提高掺理

效丰，丰用手价类的桂念进行了信息压缩【9】

2 处理辅助线 问题

周 2添加速线结构国

Fi日 2 Addin i<: li,w ~ TTUCtlU('

Y

~币信息~
~台"

给"'

选ti准则

t位W i回息库

2 . 1 添加速线结构国

辅助线的处理包括两个层面的 问题，一万诵，

保证有连线的信息 进行推理 . 并保存没有连线的

信息 s 另 一万 函 ，结论无法得出 时 . 取出保存的没

有连线的信息，并设直成辅助线.放入推理信息库

中，继续推理

2.2 添加速线算法

2.2 . 1 区 分有元连线信息 耳法描述 现有的乎

面几何椎攻 中认为任意 两点 间都有这 蝇， 并把产

生的有连线和没连线的信息都放入推理库中参与

推理，势必影响推理速度本文区分连线的思想是

俨「达伊立
N

黑tL N

Y可f

il' 1J~辅助点

在4沾F
海干

围 1 椎理结构 阁

r且g. 1 System reasoning structure

Y

且用+l ~V用::::J. . . ••• ::::J 1J 1::::Jυ。

一个几何问 题或 围 形 只 包含有 III 个 点 . 而榕

恕的规则和巳亮'条件也是有限的，由有限个已知，

条件只能产生有限告语句，因此必定存在某个自

然要定 是 使捍 1) . =ι村 ， 此时.将 R 作用到 U矗上不

能产 生新的语句 .从而对于任何 n二三 K 均有 D幅 =

D"推理达到 不动点

问题输入

二王三
近行惟用
--寸--
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将有这线和没这线的信息区分开存放，有连线的

信息放入推理库中事与椎泣，没连线的信息放入

临时信息库中不 事与椎理

考虑线的存在性 ， 也就是祀线也作为构成儿

何圆形的基本元幸 ，周 点 和线 来描述圆 形的性盾 .

由于线也是由点来描述的，因此就会出现有些线

是圆形中存在的.即国形中显示出来的连线，有些

线是不存在的，即图形中没有显示出来的，为了让

计算机接扣人的这一识别行为，在信息是中增加

一个E分有元连线的 变量 b .初始化 b 为 O . 构成推

理信息的直线信息决定着此推理信息是否是持合

推型的牵件，而且不 同的信息所具有的直线条数

也不尽相同在们蝇走当构成推理信息的所有直

线中有一条直蝇的 6=0时，表示这条信息存在没

有连接的直线，当 构成椎翠信息的所有直线的 b

都不为 O .表示此信息中的线都有连线

为了识别国形中已知存在的迄线，椎皮革 垃

中有一个生成几何信息库的于程序，当国形画好

后.如果有些条件在国 形上在况不出来，可叫添加

附加条件，如线段的长庄，角度值这一子程序自

动运行，从这些题目条件中收集各种几何信息生

成几何信息库，把围形 中已连接的直线中的 b设

直为1，标记国形中现有的连线推理过程中产生

的信息 ，检查构成此信息 的 直线 中是否存在 fJ = O

的 直线 ，若存在则在示此信息不可用，则放入不参

加推理的临时信息库中，只有构成此信息的所有

直线的 b 都不为 O .才把此信息放入推理信息库

中 ，比如垂直信息 AB~CD.有两条直线 AB ， CD ，

如果两条直线中仅有一条直线中的 b不为 o . 则放

入不推理的信息库中3若两条直线中的 b都不为

O . 则 此垂直信息 才放入推翠信息库 中 ， 保证 了 只

有存在连线的信息才参与才在纽

2.2 .2 实现格加辅助 线耳法描述 如果仅靠现

有这线无法得出结论时，就要考虑 悉加辅助线， 计

算机把上述过程保存在 临时库的无边线信息取

出 ，每取出一条信息 ，首先检查构成此信息的直线

中，哪告直线是没连接的线.即哪条线的 h= O .并

将 b的佳改成 b= 2 .在示该纯是辅助 线，放入推理

库参与椎理，若结论得出 . 则镇连线就是我们在国

形中添加的辅助线，如果结论得不出 ，说明该连线

不是我们需要添加的辅助线 ， 则继续从无连线信

息库中提取无连线信息，标记成辅助线放入推理

库参与椎涩，循环往茬，直到结论得出或者临 时信

息库为空即所有可能的连线都已经连起来了，此

时退 出格应 当 结论得出后 ，计算机内部 已完成添

加辅助线功能，但并不是所有的辅助线都是成功

的辅助线，需要的只是那些与证明过程有关的辅

助线 ， 因 此需要把有用 的辅助线提取出 来 ， 画 围 革

盹再把有用 的辅助线在国形上显示出来

有用的辅助线的提取万法是在提取椎理过程

中.检查构成信息的直线是否被标记成了辅助线，

也就是检查构成信息的直线中 bUne是否为 2 .把

bLi ne= 2 的线提取出 来 ，存放到添加辅助线在中 ，

推理过程提取克毕后， 如l与 结论有关的辅助线也

全部存放到 了 辅助线在中 .从而保证了 辅助线在

中的辅助线都是与证明过程有关的辅助线， 作罔

系 就只需将辅助线在中提供的辅助线作出即可

闵此圄 形上显示出来的辅助线也是与证明过程有

关的辅助线，这样实现的计算机自动系加辅助 线

的效果与 传统手 工证明 添加辅助 线效果 完全相

同 采用这种方式且分连线后推理效率明显改进

限于高幅 ，添加辅助战的数据结构本文不作叙述

3 处理辅助点 问题

3 . 1 添加辅助点结构国

辅助占 的处理包括两个层面的 问题，一万诵，

添加辅助点进行推理，另 一方面，如果恭加的辅助

点能证碍结论， 则保留此辅助点并根据计耳出来

的辅助点的坐标和辅助哉的名称在圆形上显示

出，如果添加的辅助点无法证捍结论， 如i祀添加的

辅助点及辅助点产生的相关信息全部副除，再考

且其他辅助线的添加，辅助点的删除包括删除辅

助点的坐排及名称.

定义 2 满足添加辅助占依据的信息匹配后

放在一起形成辅助库

助信息\\Y

吃?用
刷I~ I __N

F在 f言而辅助山
细Ii

~~I r国1乎些
及

侃w,
信

息

国 3添加辅助点结构国

Fi J<:. 3 AddiTlJ<: Au xili<lTY Poi nt SnucruTc

1. 2 辅助点 的添加

3.2 . 1 添加辅助点的 目 的和原则 目 的 : 扩 大几

何信息库.信息库的扩大使得原来不能使用的推

涩规则变得可用，从而有可能使得几何信息库中

包含结论 ， 由此判断命题成王
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<

A

因 4是弘加编劝线的 实例

n

H

R

日g. 4 T he ex.ample of adding au川 liary line

本题在不区分连线的 情况下.认为任意两点

间都有连线，产生的所有信息都参与推理，因 此吁

以证碍结论而在且分连线的情况下.由于部分无

连线信息没有参与椎犁，故结论无法证碍，因为由

中位线足理抬出的乎行信息都是无连战信息，元

4 实 例

1. I 恭加辅助线的 实例

如罔 4所示 在 f 边形 ABCD 中 ， 巳知条件

E 为 AH 的 中点 ， 1' 为 HC 的 中点 ， G 为 CO 的 中

盏 ， H为 AD的中点求解的问题 : EH;H是乎行

四边形

助点的功能

例如 .对 于一腿上有中点的梯形 .且是添加另

一腰的 中 盘 算法 因此推理前必须把梯形和 中 点

信息进行匹 配，并祀由匹 配信息及辅助点的是型

和匹配信息的来历构成的信息放入辅助信息库

中，推理过程中把辅助库作用到信息库上，如果图

形性盾中存在一腰上有 中 点 的梯形.则根据现定

的耳法 ， 自 动生成另 一足要中 占

3 .3 辅助点 及辅助信息的制除

每新乡营加一个辅助点 ，对应的坐标在、字母在

反字母在所对应的数据在都会相应的增加新的数

据， 肉此刻l除辅助点即是:直把三个在中 新稽的数

据删除 ，分别记录这三个在的增加辅助点前后的

长度 ，通过一个 foe循环删除两个长庄数之间 的数

据即可 妥删除辅助点 生成的信息 ，就有必要记住

添加辅助占前后的各类信息最大数，假设添加辅

助点前的信息 最大夺走 11 1 • 添加辅助点 后达到信息

不动点时.记录此时的信息最大数为 n2 • 那 么 叫

到 'h之间的信息数即为添加辅助盘后新生成的信

息数，只要把这些信息酬除即可，并祀信息最大数

回复到原克的信息最大批.之后循环添加其他辅

助点，如果结论证 出 ，则输 出 证明过程， 否则 主立

以上的删除过程，直到结论得出或者所有添加辅

助 占 的睛况都考血 完为止

限于篇幅.副除辅助点及辅助信息的欲极结

构本文不作叙述

原则

(1)将有利 于已知和未知的 因 幸 集 中 ，使 于联

系和比较

(2 )有利 于挖掘隐含的 已知条件.

(3)有利 于造成新的等量关 系 来补充条件

(4)有利于复杂的国形、不姐则的图形的转

变

1 . 2. 2 辅助 占 的 生成 在椎理软件 中每个 占 都

有其名称和坐标.饮辅助点的生产包括点的名称

及点的坐标生成点的名科生产.计耳机内部办放

着所有的盏，而每个主都有一个房号.按读取信息

的先后顺序排号，在读取过程中，把这一序号和英

文字母相对应，故显示给用户的点的名利以英文

字母命名，添加的辅助点转化为计耳机可识别的

持号，放在计耳机中按进来的顺房 编号，因此在读

取过程中，辅助盔的名称也相应生成 辅助占的生

成并不是独立的.它的添加有一定的规律满足一

定的条件，而满足的幸件是由己知信息构成的，因

此辅助 哉 与 已知 占 之间有着密切的联革

例如 等晨三 角 形 ABC ， 添加底边 H(的 中

点，首先添加点的名称 D，然后是点口的坐标.根

据 B ，C的坐抨很容易计算出 D的坐标，分别放入

点的名称在示和坐标本里，还有辅助信息"0是

Be 的 中点 " ， 此信息是由添加辅助 占 产 生的 中 占

信息.把中点信息及入几何信息库中的中点信息

一类 中，接下来进行进一步的推理 ，把推理蝇则库

作用到扩大的儿何信息库 中.推 出新的信息 ， 并检

查结论是否得 出 ，如果得出就跳 出 才在理 系 蝇 ， 否 则

继续椎珑，当达到i椎理不动点时结论还未捍出， 说

明该辅助点没有起到作用 ， 将该辅助点及其产生

的信息全部删除 ， 再使用辅助库 中 的下一种类 型

的辅助 占 ，循环使用辅助信息库种的 匹配信息 ， 直

到结论得出或者所冽的匹配信息全部周克后退出

推理革统 fl\.-t篇幅，生成辅助点的数据结构本文

不作叙述

1 . 2. 1 辅助库的 生成 不 同 的题 目 有不 同 的 添

加辅助点的方法.往往有经验的人都知道添加志

样的辅助点， 'p添加铺助点 有一定 的规律 吁循 证

明几何问题，有效耳法是五关重要的.但也离 不开

知识 ，辅助品的添加有一定的规律和依据，这些规

律和经验即是添加辅助点所需要的知识，根据添

加辅助点的思想，尽可能的对所有常见特殊几何

国形规定添加辅助盔 的特殊耳法.并把满足算法

的条件放在一起， 形成辅助库.当结论证不出时，

程序自动检查辅助库 ，遇到持合告件的围形 ，即自

动引用辅助耳法中指明的处理方法，实现添加辅
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这线信息放入临 时信息库 中 不参与推理 ， 拔得不

出平行四边形信息在得不出结论的前提下 ，把临

时库中的平行信息标记成辅助线重新放入推理库

中，继续椎理 ，便可以得出平行四边形结论

分析如围 5 所示.

(Ef有是[I，足血凹线信的息信叶息的号} (际无川在传信l息在的息号}
巾点 ιFfI.1 C'. GIIII，'佼:

F是町 的中点 EIf/IlJD, FGlIBL
G-!}cCD的中点

/I是忆的中点

;在纽

纣论

周 5 拚型过程

F ig. 5 Re asoning process

息 ，区分连线后仅用 7 s .格 出 2 6 63 条信 息 . 信息

量减少 了 4 0 00 多 条，推理速度和效丰明显提高

4.2 添加辅助点的 实例

添加中占规律:

( al根据 已知 中 点 添加另 一个 中 点 . 利 用 三 角

形和梯形的中位线定理

(b )根据等接三角 形添加底边宁 点 ， 利 用 等膝

三角形的三线合一定理

(c)j~挺直角 三 角 形 添加斜边 中 点 . 利 用 直 角

三角 形侨边中线性质

们I)根据一牵线段上分成的两条线段间的两

倍关系，添加较长线段的中占，构造相等线段

例 已知 !'>BCD ，如因 7 ，延长 BC 到 A ，使捍

BC~2I\C.取BD 的 中点 Eo连接 I\E 与 CD 主 于

哉 F

在证 A.F=EF

先提取结论平行四边形EFGH .检查四告边

EF ,H;, (;H ， EH 是否是辅助线 ，是别保存在辅助

线在中 ，接着提取其他信息 ， 若辅助战巳存在辅助

线在中 ， 则不再存放.以免添加重!l依次又提取

出辅助线 AC ， HD罔此最后辅助线在中的辅助线

为 EF ， F(; ， (;H ， EH ， AC t ED， 最后作圈系 统再把

辅助在中的线在圆形的恰当位直作出即可达到

与手工添加连线效果完全相同

本题在区分连线前用 50 s ， 椎 出 7693 条信

由 于构成中心信息的直线是有连线的已知信

息，生成几何信息库的子程序会把题 目告件中的

四条中点信息，放入推理信息库中在与推理 ， 经过

几轮推理后，推理生成平行信息 ICc II A C , GII II

A C , E H IIB D . H ;II BD ， 另 外 还有其他相等 角 信

息/BGF=/GHV · · · ，检查这些信息发现构成信

息的直线，都存在着没有连接的线，因此放入临时

信息库中，当结论得不出时，再把临时信息库中的

信息作为辅助线信息放入推塑库中

结论证完后，接下来的 工作是提取有用的辅

助线 分析如下(围 的 z

Fig. 6 A nalysis proc臼S

F是48«1 '1 '点F是R(l't(J ' I '点

C是cr;的 ' I ' 点 H是:AfJ(t(J ' r ' .~

Pig. 8 P TO\'iTlg pTOCC~ ~

副 7 却在加辅助 点的实例

Fig. 7 T he e xa mple of adding auxiliary 机)mt

昏 [2 ， 4 J A F-EfI ~姐则 1 0 2 )

阜 [26， l ~】 Al:J.'\正-AG:I:I G(嫂则10 1 )

$-[21\ 71 AC/M-AG/M.(规则 抖的

自[1 3 ， 0 1 T:GliDf (仰喇 .， I )

~" L I I OJ E~J)时忡点(已姻"e. [ II OJ (进剧 的中点。
~ - r 雪 ， 01 AC-O ， 50 0000RC(c.细p

四口， 2 1 AC-Tl C， \蝇则的}

15,O j AC-O .5∞ωOIl C(己灿

8- [5, 7J He-o .S以附阴I:Iq~踵圳 。)

也 [ II ， I ] G-ll萨'自汇 向 'I ' 业。

L5, OJ A( 一。500000 1)叫已知)

自 [26， 20j .A E/AG-EFiB (j( ~姐则 lOl l

岳 [ 2 6 ， 9] A1:JAG-U/CG(随则 "')

由1 号 叫 ".G/l l l " (规则 1 1 )

r " · [1 1 . 01 仁见n时忡捆已圳

。 [ I LO J G皂剧 的中点。
~- r 5 ， Ol A(-0 ， 50 0000 ll C(己W)

8- [ 2 ， 1 1 13 (;-c( ; (翅则。}

13-[ 11, I J G是副业句中 币。

~ 【气 。】 .'\C-O . 5叭JOOOI:IC( L'.知。

因 8证明过程

, 1.

\ '\. c
FV、、

/' \ ')., 6
……

Dι一一-r一~R

由 RC= 2AC线段倍数关 革 ，添加长边 BC的

中占 G作为辅助占 ，从而产生 AC= ( 口= (;B信

息囤 8为推理软件 系 统证明过程的截围

上述工作 旨在前格式几何信息技由 法实现几

何足理机器 f读证明的基础上，有拔的实现自动

添加辅助线和辅助点功能两方面的工作有选择

5 结 语

FGI/HIJ

户，HII户'G

I，HIIHυ

斗卡if川边JfEFGfl

图 6 分析过程

GH flAC

1，'101，仅;/1

EFIIA(
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的这线两点，限制了信息膨胀.使得传坑较主 lit 圆

形的几何问题解题效率大大提高. ~和加辅助点伎

碍计算机解决几何问题能力 更加强大，找到了计

算机通过添加辅助线和辅助占证明几何问题的一

种行之有效的耳法.并证明 了 一批需要添加辅助

线和编助点的几何问题，实现了计耳机解决史高

智能的几何问题的能力，使得计耳机证明儿何问

题更像人一样具有思维的灵活性和丰富性，更加

接近真正意义上的人工智能，同时对开提供教师

和学生使用的主高智能的数字工具软件起了一定
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Research on adding auxiliary line and

auxiliary point in computer automatic reasoning

LI Tao

( Modern Education and Technulugy Center uf South China Agriculture Univcrsity.Guangzhuu 510M2 . China )

Abstract : P eople ha ve tll llde Rfelll llchievernenls ill Ih e fiel (1 of mach in e proving fo r geOTTle l ry (heoren附

Using auxil iary lin‘and auxiliary po int in proof;:; i 自 the character ist ic of trad iti o nal geomet ry and a h igh

in telligence geo m et ry approach . hut i t adds great diff且culty to geometric proo f' s m ech an iza t ion. T h e

author tries to apply auxiliary lin e and a u xil ia ry poin t in automatic reasonin~ system . Thi s met hod can

improve H>8soni tlJ{ eff ici en cy in evi (1肘we ，especially in the solution of 抖。TIle com ple x elernetlla r y geometry

prohleml飞

Ke:y words: a utomated r ea son ing ; a utomat ic solution;a山。 liary line;aux iliary point
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