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数列组的齐次线性相关性
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摘 要e提出了数列组的开次线性相关与齐次线性元关的概念定义了数列组之间的齐次等价并讨论数列组

的开次线性相关、数列组之间开次之事价的条件得到一些有关的结论

关键词=数列组 s 务次线性相关 s 来次线性无关;-i平次等价

中国分类号 ， 0151;0173 """标识码 ， A

l 定义

定义 1【 ?J 如果按某 一法则对每一个 n ε

N' 都对应着一个确定的实数且，这些实数按部下

标从小到大排列得到一个序列

:Z'j ， X~ ， "'， :z'.， " 

叫做数列，简记为(x. )

定义 2 有m.个数列 { X，n } ,{xz.} ， . .. .{x...} 称

为一个数 7') 组

定义 3 给定数，'1 组 A: { .TI .}'{ 吨. J • 
{ .T...} • 对任何一组实数儿 .kz • ... .是闸 ，得到数列

{ k， xln+kzxz.+ "' +ιX_) 

简记j吃~ kjxln +走ZXZn 十 +k",x ... 

称为数歹'1 姐 A 的一个齐次线性组合数列，简称为

齐次线性组合，其中扎，ιι称为这个齐次线

性组合的系数

定义 4 如果数刊 { Y. J 为数叫组 A: { .Tl. } '

{ XZn} ... . . { :z.".，} 的一个齐次线性组合，即存在一组

实数 kj .kz • … ，ι ，使得

y‘ = k ， x ， 想 l 是， x?. I .•. I k ,. x .... 

则称数刑 IY. J 可以由数刑姐 A 齐次线性在出〈或

J\'次线性表示)

是义 5 设 A : { XIn} ' { x z" } , ... • { :Z'_} 为 一数

到姐，如果存在一姐不会为本的实数 k" 岛

ι ，使得

ι X，. + k?x ,. +... + kMx明三O

则称这数 11J A 齐次线性相关 ，否则称数 11J A 齐次

线性无关.

显然.(。如采数刊 A 中含有数列 {o J .即数列
宁的每一项都等于常数 O.数列组 A 一定卉次线

性相关.

(2)数列 A J\'次线性元关的克分必要牵件为:

如果存在一组数 kj ， k~ . ... ，ι ，使得

kjxln + kz xz用 +… +kmx帽三O

则 k， .k窍 ι 一定全为草. '1 
是 1 = k 2 = "' = k m= O 

是义 6 如果数 11J A , { .r l.} .{x:.} .. .. .{x...} 

中，存在 dOζrζ m) 个数列 { .r;，叶. {.r;俨 ，…，

{ 气.JJ满足 z

(1) {:Z' " . } , {x".} ' "' ' { x;，.} 齐次线性元关，

(2 ) 数 列 A 中的任何 一 个数列都 "T yJ. 由

{x" . } . {x唁电} ， . .. .{.r; 咱} 齐次线性在出，则称这 r 个

数刊所构成的数列组 {叫. J • ( 叫 .} . ... ， {.T;，.} 为数

多'1 组 A 的一个极大齐次线性无关姐，其中 r 称为

数列姐的秩，记作 R(J1) ， 即 R(j\) = r

定义 7 设 A ， { .r,. } , {x，啕 J .… . { x M II } .R , 

{y，. } . { y?.} .... ， { y属 } 为两个数列姐，如果数列组

B 中的任一数 11] ;都可以由数刊姐 A 齐次线性在

出，则称数列组 H 可以向数列组A 齐次线性在出.

定义 8 设 A : { Xj用} , { x zn } , "' , { :Z'"., } • 13 

{y ,, } ' {Y?. } ' … , {Y S-'o' } 为两个数列姐，如果数列组

A 与 R 可以相互齐次线性在出，则称数，'1 组 A 与

B 齐，大等价

2 定理

定理 1 数列组 A:{x，. } ，{岛. ) . … . {X"'" } 齐

次线性相关的克分必妥条件为数列组 A 宁主少有

一个数刊可以向其余的数刊所构成的数列纽芬次

线性在出

证明 (充分性)如果数列 A 中有某个数列 ，
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比如{X_ }可以由其余的数列卉次线性在出

.T".. = k ， .Tl ft 十ι.TZft 十 " ' +km 1 .1:僧".

则 是 I T l ft I 是2岛. I ,.. I ιIX.. 1,. - ;r"", = O 

'p数列组 A 线性相关

(必要性)如果数，'1 姐 A 线性相关，则存在一

姐不会为零的数 k"是" ι，不妨盐 ι手O .使捍

是 I X I . I k:X2" I .•• I 是.'τ蛐二。

别 走 k， 是用 1
Z明 ζ.x ，. 乙二; E I Zm 1· 

'p数多IJ { X...} 可以向其余的数多IJ { Xb } . { XZ.} . .. . ，

{ .r..- Ln } 齐次线性在出

定理 2 数列组 A: { .J: I. } ' { .T2.}. •• . • { .T".，} 齐

次线性相关的克分必要告件为数，'1 姐 A 的秩小

t , f!r U ( A) < m 

证明 克分性显然，下证必要性

设数多'1 组 A: {Xl n} ' { ::t"Z. } ' •• . • { X，...} 齐次线性

相关. 'F 存在一姐不会为零的数是I , k" " '， ι ，不

妨设 ι7"0.使捍

是1 T ,. I k? x，町 | … I kMT_二O

则 x k1bhm 1 
=一-;--.1: ， 一一→..一-，-x

明 k. ‘ k "，xzn k ,. - M 

即数叫 { .'I:.，.， } 可以由其余的数，1] { ''CI. } , { .TZ. } , 

{.rm I ，. } 齐次线性在出而其余的数，'1 当然可H 由

其自身齐次线性在出，因此，由定义数刊姐 A 的秩

R ( A) < m 

椎论数列组 A: { .Tj帽 I • { 巧. 1 . .. . . { x_IJF-次

线性无关的克分必要条件为它的欢 R(A) =m

定理 3 数别扭 A: {.:r h } . {X: .} ••• . • {x...} 与

其任一个极大齐次线性无关组齐次等价

证明 不妨设 Ao : {Xb } . {XZ. } , " ' , { Xm } 为其

一个齐次极大线性元关姐，显然，数列 组 A. 可以

由数，'1 姐 A lF-次线性在出，反过来，由定义 6 知，

数列组 A 可以由 A . lF-次线性在出，所以 A 与 A .

lF-次等价，即数刊姐 A 与其一个齐次极大线性元

是组等价.

定理 4 数列组 13 : {Yln} . { YZ. } . .. . . { Y..} 可 H

由数叫姐 A :{ .Tl n } ' { 叶. 1 .. .. .{ x_1 齐次线性在出

的主分必妥条件是 A 的秩等于由 A 姐和 B 姐所

构成的新的数刊姐 C: { .Tln } ' { 呵. 1. .... {x_1 
{YI.} ' { Y2.} , .. . , { Y... } 的秩，即 1? (A ) = R((刁 =

II (A.β) 

证明设 Ao : { 气.} ， { .T;， 帽 1 . .. .. (冉. I 为数叫

组 A 的一个极大lF-次线性元关组

克分性:由 R(A) ~R ( C) ~ R (A. H) 知 .A。 也

为 C 的一个极大齐次线性元关姐 ，所以 . C 中的任

一数多'1 都可以向 A. 卉次线性在出，由此可知数列

组 I当中的任一数列都可以由 A. 齐次线性在出，进

而吁以由数列组 A 齐次线枝在"'

必妥性.设数，'1 组 R 可以由数列组 A 齐次线

性在出，而数列组 A 可以由 11 . 齐次线性在出，因

此数列组 C 可以由 A. 卉次线性在出，所以 .A。 为

数列组 C 的一个极大卉次线性无关姐，所以 C 的

秩等于数列组 A 的秩，即 II(A) ~ II ( C ) ~

R ( I1.ß) 

定理 5 如果数刊组 13: {YI. } ' { Y2.} ," ' , { Y..} 

可以有数列组 A ， {XI. } ' {X2.} ,' '' , { X...} 齐次线性

在出， 则数列组 I骂的欢不超过数列组A 的秩，即 R

〈且运R(A)

证明 白定理 4 有 II(A) ~ II(A. H). 而 R(B)

~R(Jl ，酌，所以阳ß)ζR(A)

定理 6 如果数列组 A 与数列组 R 齐次等

价，则 A 的秋等于 B 的秩 .'F II (A ) ~ II (B) 

证明 白定程 6 及数列组齐次等价的定义即

知结论成立

定理 7 齐次线性相关的两个数列的敛散性

相同

3 -{9'J !!亘

例 E 数列组 A: b，) ， {2时 ， {3 1l } 齐次线性相

关 ，数叫{ 11 } 为 A 一个极大齐次线性元是姐， 同样

数列 { 211 } 和 { 311 } 也分 " 1都是 A 的极大齐次线性元

关组

是

例 2 证明数列组i1; { II } , { Il } 齐次线性无

证明 如果存在一组数 ι ， k? ，使得

是， 11 I k" l = o 

则 分别写叉 11 = 1 ， 11 = 2 ，再方程姐

(hl l b = 0 

2k , +4kz = 0 

其只有零解，也 = k? = O . 所以数列组 A 齐次线性

元关.

例 3 数列组 A: { 1I 2 I +, } , { ,l - :I } 线性无
关，且都没有极限，但

(n' I ;, l -(n'-~ l ~主η 2 I 11 

有极限为 O.
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