
!!!!

第
!"

卷第
#

期

$%&#

年
#

月

武
!

汉
!

工
!

程
!

大
!

学
!

学
!

报

'(

!

)*+,-

!

.-/0(

!

123+(

456(!"

!

75(#

8

9

:;

!

$%&#

!!!

文章编号!

&"<# $=">

"

$%&#

#

%# %%<" %!

闭区间有限覆盖的算法

江世宏
$武汉工程大学理学院!湖北 武汉

#!%$%B

%

摘
!

要!许多经济%管理%军事%计算机和数学领域中的实际问题$可以抽象成为闭区间"或闭区域#的有限覆盖

问题
;

为了获得这类问题在某种优化约束条件下的局部最优解$需要设计计算机求解算法
;

基于贪心法原理$

对
0

个闭区间$用
*

"

0

,

*

#条线段去覆盖$在覆盖线段总长最小的条件下$给出了如何选取覆盖线段的算法&

给出了一个开区间集
K

是否覆盖闭区间(

'

$

2

)的判定$在可以覆盖的条件下$从中挑选具有最小个数的开区间

使之仍能覆盖闭区间(

'

$

2

)的算法
;

为了检验所给算法的正确性$进行了计算机模拟测试
;

关键词!闭区间&覆盖&贪心法

中图分类号!

1M!>&;#&

!!!

文献标识码!
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!
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收稿日期!

$%&# %! &<

基金项目!国家教学研究项目"

W.Q%<%!!B 8$ &%

#

作者简介!江世宏"

&>B=

#$男$湖北仙桃人$硕士$副教授
;

研究方向!计算数学%现代教育技术应用
;

%

!

引
!

言

许多实际问题可抽象成为闭区间"或闭区域#

的有限覆盖问题
;

如$对发生在海洋某区域的海难

进行搜救$参与搜救的各种设备"如舰船%飞机%卫

星#所能探测范围有限且不同$如何有效地利用这

些设备$对疑拟区域进行搜救$是一个利用多种设

备的探测区域去覆盖疑拟区域的问题
;

又如$有
0

个居民小区$需配置
*

台信号发射设备覆盖它

"

0

,

*

#$如何经济地购买与配置
*

台发射设备$是

一个多区域的覆盖问题
E

有限覆盖定理(

&$

)是一个

著名的数学定理$它给出了这样一个结论!若开区

间集
K

覆盖闭区间(

'

$

2

)$则
K

中存在有限个开区

间也覆盖(

'

$

2

)

E

该定理的证明多为存在性的$并

非构造性的$即没有给出覆盖(

'

$

2

)的开区间挑选

方法
;

本文根据贪心法(

!#

)

$讨论了两种求闭区间有

限覆盖的算法$并用计算机对所提出的算法进行

了摸拟测试
;

&

!

多个闭区间的覆盖问题

&;&

!

问题的提出

用
+

来表示
T

轴上坐标为(

+

$

+̂ &

)的闭区间$

对于任意给定的
0

个互异正整数$就有
0

个这样

的闭区间
E

现在要求画若干条线段覆盖住这些闭

区间
E

其条件是!线段的数目为
*

$每条线段可以任

意长$但要求所画线段的长度之和最小
E

&E$

!

求解分析

将
0

个互异正整数按升序排序$并存入
0

维

的一维数组
(

中$讨论如下!

"

&

#当
*

*

0

时!可用
0

条长度为
&

的线段覆

盖所有闭区间$线段总长的最小值为
0E

"

$

#当
*V&

时!显然$用一条长度为
(

"

0

#

j

(

"

&

#

&̂

的线段可以覆盖住所有闭区间
E

"

!

#当
*V$

时!欲用
$

条线段覆盖住所有的

闭区间$等价于将
*V&

时的覆盖线段分为两部

分$分别覆盖住左边和右边的闭区间$即在
0

个闭

区间中的某两个不相邻区间之间断开"如图
&

所

示#

E

图
&

!

多区间的覆盖方法

WE

H

;&

!
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H

E-02:Y,6/

如果在
(

"

&

#与
(

"

$

#之间断开$线段的长度将

会减少
(

"

$

#

j

(

"

&

#

j&E

要获得最小的线段总长$

需找到间隔距离最大的两个区间$在它们之间断

开即寻找
,

"

+

#

V

(

"

+̂ &

#

j

(

"

+

#

j&

"

&

+

+

+

0j&

#

中的最大者
E

"

#

#当
*V!

时!应在
*V$

时的某种覆盖方

案下$将某条线段断成两截$为了得到当前情况
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下的最小总长$同样应该在间隔最大的两个区间

之间断开
E

如果原方案是
*V$

时总长最小的

方案$那么这一操作可以得到
*V!

时总长最小的

方案
E

类似地$当
*V=

"

=

,

&

#时$只要在
*V=j&

时

总长最小的覆盖方案下$找到被同一条线段覆盖

的间隔最大的两个区间$从间隔处断开$就可以得

到
*V=

时的最佳覆盖方案
E

据上述分析$多区间覆盖问题是一个多阶段决

策问题$它满足最优化原理$可运用贪心法来求解
E

&E!

!

算法

步骤一!输入
0

个互异正整数$作升序排序$

存入一维数组
(

&输入覆盖线段数
*E

步骤二!计算两个相邻区间的间隔距离%间隔

区间的左右端点$并存入二维数组
B

'

(

中$即

B

'

(

"

&

$

+

#

V

(

"

+^&

#

j

(

"

+

#

j&

$

B

'

(

"

$

$

+

#

V

(

"

+

#

&̂

$

B

'

(

"

!

$

+

#

V

(

"

+̂ &

#"

+V&

$

$

$1$

0j&

#

E

步骤三!对
B

'

(

中各列$按第一行作降序排序
E

步骤四!如果
*

*

0

$用从
(

"

+

#到
(

"

+

#

^&

的

线段覆盖区间"

+V&

$

$

$1$

0

#$输出总长
#&*

B

L"V

0

$线段数
*M0V0

&

步骤五!如果
*V&

$用从
(

"

&

#到
(

"

0

#

&̂

的

线段覆盖区间$输出总长
#&*

B

L"V

(

"

0

#

j

(

"

&

#

^

&

$线段数
*M0V&

&

步骤六!如果
$

+

*

6

0

$做以下操作

"

&

#用从
(

"

&

#到
(

"

0

#

^&

的线段覆盖区间$

置总长
#&*

B

L"V

(

"

0

#

j

(

"

&

#

&̂

$线段数
*M0V&

&

"

$

#当
*M0

6

*

时$反复做以下操作

)

从覆盖线段中$挖去
B

'

(

"

$

$

*M0

#至

B

'

(

"

!

$

*M0

#这一段&

*

更新线段总长
#&*

B

L"V#&*

B

L"j

B

'

(

"

&

$

*M0

#&

0

更新线段数
*M0V*M0 &̂E

"

!

#输出总长
#&*

B

L"

和线段数
*M0

&

在
_81A8Q

下$编写该算法的摸拟检测程

序$其程序运行结果如图
$

所示
E

图
$

!

多区间覆盖方法演示程序
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$

!

闭区间的有限覆盖问题

$E&

!

问题的提出

设有闭区间(

'

$

2

)和开区间集
KV

2"

'

&

$

2

&

#$

"

'

$

$

2

$

#$1$"

'

*

$

2

*

#4$判断
K

是否能覆盖(

'

$

2

)$

如果能覆盖$给出(

'

$

2

)的一个有限覆盖$但要求

使覆盖的开区间个数最少
E

$E$

!

求解分析

用二维数组
D

存放开区间集"不妨认为已对
D

中的第一列作了升序排序#$即

D

4

'

&

2

&

'

$

2

$

5 5

'

*

2

.

/

0

1

*

E

!!

欲覆盖闭区间(

'

$

2

)$其关键是如何从开区间

集
D

中挑选出某开区间"

'

+

$

2

+

#$覆盖左端点
'E

为

了能用最少的开区间覆盖(

'

$

2

)$开区间"

'

+

$

2

+

#应

满足条件!

'

+

6

'

$

2

+

j'V,

+

,

%

且
,

+

最大"这就是

贪心策略#

E

具体的挑选过程为!在开区间
D

+

V

"

'

+

$

2

+

#

"

+V&

$

$

$1$

*

#中$做第一轮挑选
E

对所有的
'

+

6

'

$

计算
,

+

V2

+

j'

$存在着
,

%

V@,S

2

,

+

4$选出开区间

D

%

V

"

'

%

$

2

%

#$它具有以下
!

种情况之一"如图
!

所

示#

E

情况
&

!

,

%

+

%

$

D

%

未覆盖
'

&情况
$

!

,

%

,

2j'

$

D

%

覆盖
'

$且覆盖(

'

$

2

)&情况
!

!

%

6

,

%

+

2j'

$

D

%

覆盖
'

$未覆盖(

'

$

2

)

E

图
!

!

首选开区间的
!

种可能情况

WE

H

;!

!

1+:223,/2/5ZZE:/05

9

2-2OE-02:Y,6

对于情况
&

$可以断言$在开区间集
D

中$无法

挑选出有限个开区间$实现对(

'

$

2

)的覆盖&对于

情况
$

$可以断言$开区间
D

%

V

"

'

%

$

2

%

#已实现对

(

'

$

2

)的覆盖&对于情况
!

$取
'V2

%

$缩小(

'

$

2

)$再

从开区间
D

+

V

"

'

+

$

2

+

#"

+V%^&

$

%^$

$1$

*

#中$做

新一轮的挑选
E

$E!

!

算法

步骤一!输入(

'

$

2

)$

DE

步骤二!获取
D

中开区间个数
*

$对
D

中第
&

列作升序排序
E
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步骤三!置所选开区间个数
0V%

$取
V

V&

"即

从
D

中第
V

V&

个开区间开始进行挑选#

E

步骤四!当
V

+

*

时$反复做以下操作!

"

&

#

,V%

"所选开区间对
'

的覆盖距离赋初

值#$

%V%

"所选开区间序号赋初值#

E

"

$

#对于
+V

V

$

V

&̂

$1$

*

$反复做以下操作

如果
D

"

+

$

&

#

6

'

且
D

"

+

$

$

#

j'

,

,

$则
,V

D

"

+

$

$

#

j'

$

%V+

"

!

#如果
%

,

%

$则
0V0^&

$

K

"

0

$

&

#

V

D

"

%

$

&

#$

K

"

0

$

$

#

VD

"

%

$

$

#

"

#

#如果
,V%

$则标识变量
;

#'

B

V%

$退出挑

选操作
E

"

B

#如果
,

,

2j'

$则标识变量
;

#'

B

V&

$退出

挑选操作
E

"

"

#如果
%

6

,

+

2j'

$则
'VD

"

%

$

$

#$

V

V%̂ &

$

返回第
#

步
E

步骤五!如果
;

#'

B

V%

$输出,不能覆盖-信息&

否则$输出,可以覆盖-信息$并输出
K

中所存储的

0

个开区间
E

在
_81A8Q

下$编写该算法的模拟检测程

序$其程序运行结果如图
#

所示
E

图
#

!

闭区间覆盖方法演示程序
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!

!

结
!

语

闭区间有限覆盖问题$在经济%管理%军事%计

算机和数学领域里$具有十分广泛的应用$对该问

题的研究$有待进一步深化
;

例如$还可以讨论$在

要求所有覆盖闭区间的开区间总长最小的条件

下$算法的设计问题
;
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