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基于矩阵填充技术重构低秩密度矩阵
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摘 要院 从有限的信息中重构低秩或者近似低秩矩阵的问题日益受到人们的关注袁 解决这个问题的技术

称为矩阵填充. 对于一个希尔伯特空间下纯态或者近似纯态的量子体系渊也就是低熵状态冤袁其密度矩阵是

低秩的袁且迹为 员. 将矩阵填充理论应用于重构泡利测量下未知密度矩阵中袁用 酝葬贼造葬遭 软件程序进行数值

模拟袁采用奇异值阈值算法袁将软阈值法则用在未知态密度矩阵的奇异值上袁通过计算机编程袁进行阈值迭

代袁直至达到截止标准袁能够大大提高运行速率. 由于以泡利矩阵为基的张量积结构便于在实验中获得袁以
重构泡利测量下的未知密度矩阵为例袁采集了部分数据袁分析了矩阵的重构结果. 通过对重构误差尧运行时

间尧采样率方面的研究袁得出密度矩阵能够通过矩阵填充技术完整重构的结论.
关键词院矩阵填充曰密度矩阵曰低秩曰量子态层析

中图分类号院韵源员猿援员 文献标识码院A doi院10. 3969/j. issn. 1674-2869. 2015. 02. 016

收稿日期院圆园员源原员员原圆源
基金项目院太原工业学院院级青年科学基金渊圆园员源蕴匝园缘冤
作者简介院韦 仙渊员怨愿愿原冤袁女袁山西晋城人袁助理实验师袁硕士. 研究方向院理论物理.

园 引 言

随着信息技术的飞速发展袁重构量子态以及某

些物理过程袁在物理学尧尤其量子信息科学领域的

重要性日益增加咱员暂. 而描述一个量子系统袁最为普

遍的方法是求解密度矩阵袁它提供了一个量子态最

完整的描述和解决方案咱圆暂. 因此袁如何从可测量量

中准确地重构密度矩阵袁在科学研究上具有非常重

要的意义.
重构泡利测量下密度矩阵的问题被普遍应用

于量子态层析中袁 这是由于大多数物理过程关注

的量子态都可用低秩密度矩阵准确描述袁 而且泡

利基下的张量积结构容易在实验中测得. 本文利

用矩阵填充技术在泡利测量基础上能够有效地降

低密度矩阵测量过程的复杂性袁 在一个矩阵可压

缩或可稀疏表示时袁 通过观测矩阵的某种线性或

非线性运算后的元素袁来有效地重构出该矩阵.
员 相关技术

员援员 矩阵填充原理

矩阵填充原理是在压缩感知理论的基础上衍

生发展的袁于 圆园园远 年兴起的压缩感知咱猿暂理论袁其核

心思想是通过采集部分信息恢复傅里叶基下完整

的稀疏信号. 而现实研究中的信号通常可以用矩

阵形式表示袁若目标矩阵的特征值具有稀疏性渊即

低秩性冤 则可通过采集部分矩阵元恢复出完整的

目标矩阵咱源暂袁这就是衍生出的矩阵填充原理咱缘暂.
矩阵填充主要研究的问题是院 通过凸优化算

法袁仅采集部分数据和信息袁有效地将目标矩阵准

确重构出来. 其具体的数学形式为院
minimize rank(X)

subject to P赘(X)=孕赘(M) 渊员冤
其中 X 表示重构矩阵袁M 表示原始目标矩阵袁

孕赘 代表矩阵 M的投影集合.
然而袁根据渊员冤式袁在秩最小化的条件下实现

矩阵填充是一个 晕孕原澡葬则凿 问题袁 则可把该问题转

化为解决核范数最小化来重构未知矩阵院
皂蚤灶蚤皂蚤扎藻 ||载||*

泽怎遭躁藻糟贼 贼燥 孕赘渊载冤越孕赘渊酝冤 渊圆冤
式渊2冤中||载||* 为核范数袁即奇异值之和袁数学

表达式为

||载||*=
i
移滓i(载)

任何理论都需要满足一定的条件才能实现袁
矩阵填充也不例外袁从上述可知袁要想利用矩阵填

充原理重构目标矩阵袁 除了要满足矩阵的低秩性

以外袁在采样方式和数目上也有限制.
一般地袁矩阵填充原理采取均匀等分方式采样曰

维数为 凿伊凿袁秩为 则 的矩阵 酝袁进行奇异值分解咱远暂
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渊杂灾阅冤袁得矩阵 酝 独立元的个数为 则渊圆凿原则冤. 如果

采样数目 m 少于 则渊圆凿原则冤袁那么无论采取何种采样

方式都无法实现矩阵填充袁也就是说袁采样数目必

须满足 皂逸则渊圆凿原则冤.
员援圆 奇异值阈值渊杂灾栽冤算法

在解决矩阵填充问题上袁 杂灾栽 算法是一种简

单尧易于实现的迭代算法袁其核心是解决目标矩阵

的凸优化问题袁即核范数最小化问题. 通过对矩阵

的奇异值进行软阈值分解袁 选取合适的步长和阈

值极限袁杂灾栽 就能无限收敛接近于目标矩阵袁该算

法占用存储空间小尧计算成本低袁是重构低秩矩阵

行之有效的方法咱苑暂.
员援圆援员 奇异值阈值渊泽澡则蚤灶噪冤算子 根据式渊圆冤中袁
定义优化变量 载沂砸凿伊凿袁取 子跃园袁步长集合为喳啄噪札噪逸员袁
以 再园越园沂砸凿伊凿 为起始袁算法定义为院

载噪越泽澡则蚤灶噪渊再噪原员袁 子冤
再噪越再噪原员垣啄噪孕赘渊酝原载噪冤嗓 渊猿冤

泽澡则蚤灶噪渊再噪原员袁 子冤是一种非线性函数袁称为奇异

值阈值算子袁它是与核范数相关的近似操作袁主要

思想是将软阈值法则用到输入矩阵的奇异值上.
考虑秩为 则 的矩阵 载沂砸凿伊凿袁奇异值分解式为

载越哉 灾*袁 越凿蚤葬早渊喳滓札员臆蚤臆则冤袁
对于 子逸园袁设软阈值算子 阅子 作如下定义

阅子渊载冤院越哉阅子渊 冤灾*袁阅子渊 冤越凿蚤葬早渊{渊滓蚤原子冤垣}冤
其中 贼垣表示 贼 的正数部分袁即 贼垣越皂葬曾渊园袁贼冤. 也

就是说袁 这个操作是将软阈值法则用到矩阵 载 的

奇异值上袁从而有效地向零向量收缩.
员援圆援圆 阈值迭代 下面介绍 杂灾栽 算法袁 对于 子跃园
数列喳啄噪札为正的迭代步长袁以 再园 开始袁噪 取值为 噪越
员袁圆袁猿噎,式渊猿冤变为

载噪越阅子渊再噪原员冤
再噪越再噪原员垣啄噪孕赘渊酝原载噪冤嗓

这个阈值迭代是比较容易实现. 在每一步骤

中袁仅需计算奇异值渊杂灾阅冤和执行初等矩阵运算

即可. 在标准的数值线性代数包的基础上袁此算法

用计算机编码就可实现.
定义非负整数 造臆凿袁对于每组奇异向量有袁

咱哉噪袁 噪袁灾噪暂造 噪越员袁圆袁猿
其中 哉噪越咱哉噪

1 袁噎袁哉噪
造 暂袁灾噪越咱灾噪

1 袁噎袁灾噪
造 暂袁 噪 是

一个对角矩阵袁奇异值 滓噪
1 袁噎袁滓噪

l 在其对角线上.
运行算法袁直到达到截止标准停止. 杂灾栽 算法的程

序运行步骤如表 员 所示.
员援猿 泡利测量下的密度矩阵

若一未知量子态是纯态或者近似纯态袁 则密

度矩阵 籽沂砸凿伊凿袁秩为 则袁迹为 员袁其中希尔伯特空间

维数 凿越圆灶. 设 憎员袁憎圆袁 噎袁憎凿圆为 砸凿伊凿 中的标准正交

基袁对应于希尔伯特原施密特咱愿暂渊匀蚤造遭藻则贼原杂糟澡皂蚤凿贼冤
内积 渊粤袁月冤越贼则渊粤*月冤袁从喳憎员袁憎圆袁噎袁憎凿圆 札中随机均

分采样出 皂 个元素 孕员袁孕圆袁噎袁孕皂袁得观测系数渊孕蚤袁
籽冤袁则可利用算法从这些数据中重构 籽.

以泡利测量为例袁考虑自旋为
1
2 袁灶 量子比特

的体系袁下面利用泡利矩阵描述这一系列测量值袁
形式记为院憎越茚i=1

n 憎蚤袁 其中茚表示张量积袁憎蚤沂喳员袁
滓曾袁滓赠袁滓扎札袁其中

1= 1 0
0 1蓸 蔀 袁滓曾= 0 1

1 0蓸 蔀 袁滓赠= 0 -i
i 0蓸 蔀 袁滓扎= 1 0

0 -1蓸 蔀
由直积法则可知袁憎 共有 凿圆 个矩阵元袁 记为

憎渊葬冤袁葬沂咱员袁凿圆暂. 从 憎渊葬冤中随机采集 皂 个元素

杂员袁杂圆袁噎袁杂皂沂咱员袁凿圆暂袁从期望值 贼则籽憎渊杂蚤冤中重构密

度矩阵.
为实现重构密度矩阵袁 要在矩阵空间上解决

如下凸优化问题院
皂蚤灶 ||姿||*
杂怎遭躁糟藻贼 贼燥 tr姿=1, tr憎(杂蚤)姿=tr憎(杂蚤)籽
其中||姿||* 是核范数袁即奇异值之和. 姿 为通过

凸优化重构的矩阵袁与目标矩阵 籽 相对应.
显然地袁如果 籽 在喳憎渊杂蚤冤札基下几乎没有非零

系数袁那么 杂灾栽 算法很难实现重构密度矩阵. 为避

免这种情况袁 必须保证运算过程中采集到 籽 足够

的重要信息袁 这就是很多文献中所提出的 野不相

关冶概念. 一般地袁在某些特定的基渊泡利基冤下袁任
何低秩矩阵都是不相关的.

输入院采样集合 赘袁采样矩阵元 P赘(酝)袁步长 啄袁
偏差 着袁参数 子袁增量 l袁迭代常数 kmax
输出院载opt

描述院从采样矩阵元中重构低秩矩阵 酝
1 设置 再0=k0啄P赘(酝)
2 设置 r0=0
3 for k=1 to kmax (For 循环)
4 设 sk=rk-1+1
5 计算 载k=D子(再k-1)

再k
ij = 0 (i,j)埸赘

再k-1
ij 垣啄渊酝ij原载k

ij 冤 (i,j)沂赘嗓
6 end for k渊for 循环结束冤
7 设置 载opt=载k

表 员 杂灾栽算法具体步骤

栽葬遭造藻 员 栽澡藻 泽责藻糟蚤枣蚤糟 泽贼藻责泽 燥枣 杂灾栽 葬造早燥则蚤贼澡皂
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圆 基于矩阵填充重构密度矩阵

本文利用矩阵填充优化算法袁能够有效尧快速

地重构泡利测量下的密度矩阵. 在核范数最小化

的矩阵填充问题上袁 杂灾栽 算法主要是通过选择恰

当的迭代步长使收敛集合无限接近于目标矩阵来

实现重构. 杂灾栽 算法的主要参数为步长尧 截止标

准尧最大迭代次数尧采样率.
圆援员 迭代步长

如何选取合适的迭代步长是优化算法的关键

问题. 若步长选择过大袁算法会发散袁相反袁步长过

小袁算法的收敛速率会很慢. 要保证 杂灾栽 算法的收

敛性袁迭代步长 啄 需满足 园约啄<圆袁在研究中袁一般使

用 员援圆 倍的采样率的倒数来表示步长. 即 啄越员援圆d2

m
.

实验结果显示袁步长对改变矩阵维数尧秩尧采样率

都有重要的作用.
圆援圆 截止标准

杂灾栽 算法的截止标准为

||P赘(姿k-籽)||F
||P赘(籽)||F 臆着

实验中袁选取截止标准 着 为 员伊员园原源.
圆援猿 最大迭代次数

最大迭代次数表示为 籽葬曾蚤贼藻则越缘园园.
圆援源 采样率

维数为 凿伊凿袁采样数目为 皂袁采样率定义为院
p=m

d2 .

猿 数值结果

泡利测量下的密度矩阵可通过 糟增曾 程序包编

程进行数值模拟. 糟增曾 是用于解决非约束和带约束

条件的凸优化问题袁 它是一种基于 酝葬贼造葬遭 语言的

建模系统. 由于所研究的密度矩阵可用张量积直

乘的形式表示袁则用计算机代码容易实现.
本文的实验数据是在 悦孕哉院圆 郧匀扎曰内存院圆 郧月

的普通计算机上袁使用 酝葬贼造葬遭 软件程序模拟得到.
利用 杂灾栽 算法袁通过在矩阵空间 赘 上随机等分采

样袁得到如图 员 到图 猿 的数值结果.
首先袁分析自旋为

1
2 袁远 量子比特尧苑 量子比特

的态袁 泡利测量下的密度矩阵重构效果见图 员.
重构效果用恢复矩阵与原始矩阵的相对误差值表

征袁随着采样率逐渐增加袁相对误差逐渐减小袁

一般地袁当相对误差小于 员园原源 时袁便认为是非常

准确的重构结果. 对于 远 量子比特咱图 员渊葬冤暂袁远源伊
远源 维的量子态袁采样率约为 源园豫时袁密度矩阵基本

实现重构袁对于 苑 量子比特咱图 员渊遭冤暂袁员圆愿伊员圆愿 维

的量子态袁采样率约为 圆缘豫时袁密度矩阵基本实现

重构.

其次袁分析在实现密度矩阵重构的情况下袁最
小采样率尧所用时间分别与维数大小的关系渊见图

圆尧猿冤. 对于自旋为
1
2 袁量子比特分别为 远尧苑尧愿尧怨 的

体系袁从图 圆 中可知袁随着维数增大袁最小采样率

逐渐减小袁 即仅需采集非常少量的数据便可准确

的重构密度矩阵曰所用时间渊图 猿冤虽然随着维数的

增加而增长袁但最长时间渊维数为 缘员圆伊缘员圆 时对应

的时间冤仅约有 源园 s袁运行速度非常快袁这就是利

用矩阵填充技术重构低秩矩阵的优越性.
通过对某一量子态下的密度矩阵相对误差的

图 1 不同采样率下的相对误差曲线图

Fig.1 The relative error with sampling density in 6
qubits and 7qubits

渊a冤 6 量子比特院64伊64 秩为 3

20 30 40 50 60 70
采样率单位 辕%

渊b冤 7 量子比特院128伊128 秩为 3

100

10-5

10-10

10-15

100

10-5

10-10

10-15
10 15 20 25 30 35 40

采样率单位/%
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图 2 不同维数下最小采样率变化图

Fig.2 The relation of minimum sampling
density with the size d

0.4

0.3

0.2

0.1

0 64 128 256 512
维数 d

图 3 不同维数下所用时间图

Fig.3 The time required for SVT with the size d

64 128 256 512
维数 d

39.9

25.5

16

3.8
0

数值模拟和分析袁得出重构效果良好的结论袁在此

基础上建模袁 能够很好地应用于量子态层析实验

上袁根据所建模型袁在已知少量渊不到一半冤数据的

情况下即可得到完整密度矩阵信息袁且准确度较高.
为保证所建模型的可行性袁本文除了评估重构

矩阵的准确度外袁还从最小采样率尧所用时间方面

进行讨论. 最小采样率代表密度矩阵恰好实现重

构时对应的采样数目与维数之比. 一般认为袁对于

维数越大的矩阵袁越需要从原始矩阵中采集较多的

数据才能进行重构袁但是由于密度矩阵的低秩性渊即
特征值的稀疏性冤袁目标矩阵可通过特别少量的数据

成功重构袁且维数越大袁需要的数据反而越少袁这
说明基于矩阵填充技术能够解决低秩大矩阵问题.

另外袁原则上袁维数越大的矩阵袁模拟实验过

程越耗时袁但是随着采样率的降低袁大大缩短了运

行时间袁这为研究更大量子比特下的密度矩阵问题

提供参考基础.

源 结 语

将近年来新兴的矩阵填充理论应用于重构泡

利测量下未知密度矩阵中袁 用 酝葬贼造葬遭 软件程序进

行数值模拟袁并且获得显著的重构效果袁这为量子

态层析提供了研究基础袁 对研究纯态或者近似纯

态的量子体系具有一定意义.
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