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自从工业机器人应用于制造业，随着其机构

精度、离线编程技术、数字控制技术的不断发展，

其稳定、高精度、耐重复、恶劣环境中作业的特点

便体现在制造业生产环节中的方方面面。而作为

汽车外壳喷漆、陶瓷外表涂装的喷涂设备，喷涂机

器人在涂料喷涂领域则具有至关重要的作用。目

前的喷涂机器人主要用于平面喷涂和曲面喷涂两

个方面。但是随着人们生活水平的提高，人们的

审美要求也在不断的提高。另外，在陶瓷烧制过

程中不均匀的釉料会产生裂纹，造成工件报废，所
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摘 要：为了解决喷涂机器人喷涂作业后涂料不均匀堆积问题，在平面静态喷涂模型的基础上，提出了一
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Abstract：To solve the problem of non-uniform deposition of painting after spraying operations of spray robots, a
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using the ellipse dual- β spraying model. Second, the mapping relationship between plane spraying and
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以喷涂过程中涂料的厚度要尽可能均匀。

针对这一问题，国内外有关学者对喷涂机器

人喷枪轨迹优化［1-7］问题展开了深入的研究。张永

贵［8］等采用 BP神经网络方法进行漆膜表面函数拟

合，提出一种椭圆双 β漆膜厚度分布模型。MAYUR V［9］

等基于二次抛物线模型提出了一种用于在自由曲

面上自动生成轨迹的新型离线机器人编程方法。

曾勇［10-12］等根据圆锥面的几何特点，给出了圆锥

面上的喷枪轨迹生成方法，优化了圆锥曲面喷涂

时的涂料平整度。高峰［13］等采用包容盒算法，实

现了喷涂轨迹的自动生成。但上述已有研究中，

对喷涂机器人喷射轨迹的研究并不彻底，大部分

只是针对一条轨迹上的涂料堆积情况进行分析。

同时，针对复杂曲面上喷射轨迹研究的方法比较

复杂。

为此，本文在平面喷涂模型研究的基础上，提

出了一种最小二乘自然二次曲面拟合法［14］对复杂

曲面进行拟合，并采用多段分割曲线逼近目标函

数的方法分析了相邻两条轨迹间的涂料堆积情

况，简化了喷涂机器人复杂曲面喷射轨迹的优化

问题，研究所得结果具有广泛的实用价值。

1 平面静态喷涂模型

为了更好的研究喷涂机器人的轨迹规划问

题，将喷枪在平面静态喷涂过程中的作业原理简

化为图 1所示的模型。

如果将初始条件设为喷枪喷涂高度一定且喷

枪轴线垂直于平面，它符合文献［15］提出的椭圆双

β 分布模型。模型如下：

Z(xy) = Zmax(1 - x2

a2
)
β1 - 1

[1 -
y2

b2(1 - x2

a2
)
]
β2 - 1

-a  x  a-b 1 - x2 /a2  y  b 1 - x2 /a2

（1）

其中：Z（x，y）为喷涂区域中任一点的涂层厚度累

计速率函数；x，y 为坐标变量；Zmax为喷枪中心投影

点涂层厚度；a，b为椭圆形喷涂区域的长短轴；β1

为 x方向截面中 β 分布指数；β2 为 y方向截面中 β

分布指数。

为了计算方便，模型中相关参数值选用了

2017 年亚太地区大学生数学建模竞赛（Asia and
Pacific Mathematical Contest in Modeling，APMCM）
中给出的 a、b、Zmax、β1 和 β2 的计算方法：
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（2）

式（2）中：P1 为喷枪的雾化压力，P2 为隔膜泵压

力，h为喷涂高度。

上述模型是喷枪单点喷涂的模型。实际上，

喷枪需要沿着规划路径移动，以便待喷涂的工件

表面均匀地覆盖涂料，如图 2所示。

上述模型是喷枪单点平面喷涂的模型。实际

上，当喷枪需要沿着图 2所示规划路径移动时，可

知喷涂区域的涂料厚度在单点喷涂时中间部分较

厚，两侧较薄。两条轨迹的厚度分布关系如图 3所
示。

在实际喷涂过程中，喷枪以速度 v经过时间 t

后涂层移动到图 4虚线所在位置，x表示喷涂范围

内某点 S到喷涂路径的距离。

则静态喷涂时 S点的厚度为：

图 1 喷枪平面静态喷涂

Fig. 1 Plane static spraying of spray gun

图 2 喷涂轨迹

Fig. 2 Spraying track
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Z(xy) = Zmax(1 - x2

a2
)
β1 - 1

[1 -
y2

b2(1 - x2

a2
)
]
β2 - 1

（3）

理论上，动态喷涂模型是静态喷涂模型对时

间的积分，则运动时 S点处的厚度累积为：

ZS(xy) = 0

T

Z(xy)dt （4）
式（4）中：T为该点接受喷涂的总时间。

联立式（3）和式（4）可以得到：

ZS(xy) = Z(xy)T =

Zmax(1 - x2

a2
)
β1 - 1

[1 -
y2

b2(1 - x2

a2
)
]
β2 - 1

T （5）

对于一个实际喷枪，P1 和 P2 可取 0.2 MPa，h
取 225 mm，求解矩阵可得 a、b、Zmax、β1 和 β2 分别

为 109.8 mm、47.1 mm、212.8 μm、2.365 5和 4.899 9。
那么有：

ZS (xy) = 212.8T (1 - x2

109.82
)1.365 5 ´

[1 -
y2

47.12(1 - x2

109.82
)
]3.899 9 （6）

图 5所示为平面相邻轨迹喷涂的过程，点O为

喷枪中心的投影点。为确定喷枪轨迹的合适相邻

间距，使用静态喷涂模型进行求解，结果同样适用

与喷枪的匀速运动。匀速运动时，轨迹涂层厚度在

y方向可视为一致，因此式（6）中可以忽略 y和T。
令 y=0，T=1则，式（6）可以简化为：

ZS(x) = 212.8(1 - x2

109.82
)1.365 5 （7）

要实现均匀喷涂，应该尽量保证点 S处的厚度

与点O处的厚度基本一致。

在MATLAB中绘制出 Z（x，y）的函数如图 6所

示。可以看出涂料在平面上的堆积情况。

其在 y=0上的映射如图 7所示。

设图 3中叠加处某一点的水平坐标为 x0，则叠

加厚度由公式（7）推导如下：

Z = 212.8(1 -
x0

2

109.82
)1.3655 +

212.8(1 -
(2 ´ 109.8 - d - x0)

2

109.82
)1.3655

（8）

在 MATLAB中得到涂层叠加厚度 Z与间距 d
和 x0的关系如图 8所示。

图 5 平面喷涂示意图

Fig. 5 Plane spraying diagram
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图 6 静态喷涂厚度分布

Fig. 6 Distribution of static spraying thickness
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图 7 静态喷涂厚度在 y=0平面上的投影

Fig. 7 Static spraying thickness on the y=0 plane
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图 3 涂层重叠区域

Fig. 3 Coating overlap area

图 4 动态喷涂示意图

Fig. 4 dynamic spraying diagram
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叠加厚度Z=Zmax时才能最大均匀化厚度，那么有：

Zmax

2
= 212.8(1 -

x0
2

109.82
)1.365 5 = 106.4 （9）

可求得 x0=69.3 mm，根据式（8）相邻轨迹厚度

需相等，则下式成立：

2 ´ 109.8 - d - x0 = x0 （10）
可解得相邻轨迹重叠距离 d=81.1 mm。

当喷枪保持以上相邻轨迹重叠距离工作时可

保证平面喷涂均匀。

2 曲面动态喷涂模型

曲面 z=-y2+y-xy（-10≤x≤10，-10≤y≤10）如

图 9所示。

由图 9可知，喷枪喷出的涂料由平面变到曲面

上，而喷到平面上的椭圆也应该转化为曲面上的

椭圆，建立转换关系如图 10所示。

图 10中，点 f为喷涂圆锥中轴线与待喷涂曲面

的交点，点 b为喷枪中心点 p在曲面上的垂直投影

点，β 为 pb与 pf的夹角，h为点 p到图中水平面 ae

的垂直距离，h1为线段 pb的长度，h与 h1的长度近

似相等。点 e 为喷涂圆锥中轴线和平面 ae 的交

点。过点 e且垂直于喷涂圆锥中轴线的截面圆为

c1，半径为 r。ce为平面 ae与喷涂圆锥面截得的椭

圆，ce的短轴和圆 c1的直径近似相等，椭圆 ce的长轴

为线段mn。假设喷涂作业中平面和曲面的喷涂量一

致，则圆 c1的面积 Sc1与椭圆 ce的面积 Sce比值为：

Sc1

Sce

= πr2

1
2
πr ×mn

=

cos β - r2 sin2 β

l2
2 ´ cos β

» cos β

（11）

涂料在 c1上的厚度 q1与 ce上的厚度 qe的关系

为：

qe = q1 cos β （12）
圆形面 c1与圆形面 c2平行且在同一个圆锥形

涂料张角下，根据几何关系可知这两圆形面的面

积关系如下：

Sc2
= (

h1

h
)2 Sc1 （13）

则涂料在 c2上的厚度 q2与 c1上的厚度 q1的关

系为：

q2 = ( h
h1

)2q1 （14）
椭圆面 cf为 f点与曲面 z =-y2+y-xy的切面，故

与 c2的圆锥形涂料张角一致，cf和 c2的夹角为 α，则

cf上的涂层厚度 qf 与 q2 关系为：

qf = q2 cos α （15）
假 设 喷 枪 在 曲 面 z=-y2 + y-xy（ -10≤x≤

10，-10≤y≤10）上的喷涂路径如图 11所示。

300
200
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z/μ
m
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20 20 40 60 80 100

x0 / mm d / mm
图 8 x0与 d对叠加厚度的影响关系

Fig. 8 Effect of x0 and d on superposition thickness
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图 9 函数 z=-y2+y-xy
Fig. 9 Function z=-y2+y-xy

图 10 （a）椭圆投影面转换关系，（b）图（a）中过线段mn的
垂直截面

Fig. 10 （a）Conversion relationship between Ellipse and
projection surface，（b）The vertical coross-section view

through line of mn in diagram（a）
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图 11 曲面喷涂路径

Fig. 11 Surface spraying path
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则喷枪对曲面的喷涂，可以转化成喷枪对着

曲线路径的喷涂。将 x看作是定值，则曲面 z=-y2 +
y-xy（-10≤x≤ 10，-10≤y≤10）可以看作为抛物

线，进而可求得曲面上任意一点 y0切线的斜率 k=
z′ =-2y0 +1-x。进行曲面喷涂时的平面投影如图

12所示。

图 12中的曲线进行圆弧拟合的圆的方程为：

x2 - 2Ax + y2 - 2By - C = 0 （16）
其圆心坐标为（A，B），圆弧半径为：

ρ = A2 + B2 + C （17）
令 z=x2+y2，则可将方程转化为一次函数形式，

进而可得曲线上点 G对圆弧的误差为：

λg = zg - 2Axg - 2Byg - C （18）
图 13为圆弧拟合示意图。h为喷枪到逼近圆

弧的距离，hg为喷枪到原始曲线的距离，αg 为点

（xg，yg）在原始曲线法线与逼近圆弧法线的夹角。

由于喷涂高度的变化导致涂层厚度发生改

变，需要分析喷枪距离 h和法向偏角 αg 对喷涂厚

度的共同影响。

在喷涂误差范围内，如果要保证圆弧能够逼

近目标曲面，需满足圆弧到原始曲线上各点的平

方和最小，即

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

Qmin = å
g = 1

n

λ2
g = å

g = 1

n

(zg - 2Axg - 2Byg - C)2

s.t.
qd - Dqd

qmin cos(αg)
 ( h

hg

)2 
qd + Dqd

qmax

（19）

式（19）中：qd 为轨迹优化后原始曲面上涂层厚度

的平均值；qmin 为轨迹优化后原始曲面上涂层厚

度的最小值；qmax 为轨迹优化后原始曲面上涂层

厚度的最大值。令
Q
A
=

Q
B
=

Q
C

= 0 （20）
采用修正Gauss-Newton法［16］可求得参数 A、B、

C的取值，从而将原始曲线的一端拟合成为圆弧。

进而可将原始曲线转化为无数段小圆弧组成。其

所对应的关系如图 14所示。

图 14中 b为球面上喷涂投影点。设线段 pa=
h，pf=l，po=l1则线段 pb=lcosβ，球的半径为ρ，由余弦

定理求得：

α = π - arccos
l2 + ρ2 - l1

2

2lρ
=

π - arccos
l2 - 2ρh - h2

2lρ

（21）

所以其静态时间累积喷涂模型为：

q f = qe
h2

l2 cos3 β
cos α =

qe

4h2(ρ + h)3(l2 - 2ρh - h2)

ρ(l2 + h2 + 2ρh)3
(α < 90)

（22）

选取曲面的一条路径 j，将其分成 n段曲线，并

将其中的一端曲线选择出来进行研究。如图 15所
示为一路径划分示意图，假设在每一段的路径上，

喷枪的移动速度是相等的。设在第 k段的长度为

dk，速度为 vk，在其上的喷涂时间为 tk。然后将第 k
段进行二次分割，分割成m段曲线，在每小段上的

喷涂时间也都相等，设为 tk′ 。

那么对式（22）中的 qf求时间 t的导数可得：

dq f

dt
=

dqe

dt
4h2(ρ + h)3(l2 - 2ρh - h2)

ρ(l2 + h2 + 2ρh)3
=

Z(xiyi)
4h2(ρ + h)3(l2 - 2ρh - h2)

ρ(l2 + h2 + 2ρh)3

（23）

图 12 平面投影示意图

Fig. 12 Flat projection diagram

图 13 拟合示意图

Fig. 13 Fitting diagram

图 14 圆弧拟合关系示意图
Fig. 14 Arc fitting relationship diagram

¶
¶ ¶

¶ ¶
¶
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假设每段曲线中的每一个小段上的αi 与βi 的

变化都极小，则第 k段路径上的涂层厚度为：

qk = å
i = 1

m

Z(xiyi)
4h2(ρi + hi)

3(li
2 - 2ρi hi - hi

2)

ρi(li
2 + hi

2 + 2ρi hi)
3

（24）
相邻路径 j+1上的涂层厚度为：

qj + 1 = å
k = 1

n dk

mvk
å
i = 1

m

(Z(xi - 2a + dyi)

4h2(ρi j + 1 + hi j + 1)
3(li j + 1

2 - 2ρi j + 1hi j + 1 - hi j + 1
2)

ρi j + 1(li j + 1
2 + hi j + 1

2 + 2ρi j + 1hi j + 1)
3

)

（25）
则曲面上任意一点（xi，yi）处的涂层厚度可以

表示为：

q = qj + qj + 1 (a - d  x  a) （26）
则喷枪轨迹优化问题可表示为：

ì

í

î

ïï

ïï

Lmin = å
j = 1

N

(q - qmax)
2

s.t. ||q - qmax < 10% ´ qmax

（27）

从而可以通过以公差最小与喷涂面厚度差小

于 10％为优化条件，获得路径 j、j+1之间的最佳重

叠距离 dj。

3 结果与讨论

如图 16所示，设初始喷涂轨迹为曲面 z=-y2+
y-xy与平面 x=1相交的曲线，即曲线 z=-y2。并令

喷涂起始点为曲线 z=-y2上的一点 p0（1，0，0）。使

用第一章中平面喷涂模型的参数，并代入相关数

值，通过MATLAB计算出初始轨迹和相邻轨迹在 x
方向上的涂层重叠距离 d。实验中选取了 5个离

散点，计算结果如表 1所示。图 16中，p0、m0、r0分别

表示离散点 1在初始轨迹、重叠间距中间点、相邻

轨迹上的位置。表 1 中 q（p，m，r）表示三个点 p
（x，y，z）、m（x，y，z）、r（x，y，z）处的涂层厚度。

图 15 路径划分示意图

Fig. 15 Path division diagram

图 16 实验示意图

Fig. 16 Experimental diagram

离散点编号

1
2
3
4
5
6

初始轨迹位置

p（x，y，z）/ m
p0（1，0，0）

p1（1，0.1，-0.01）
p2（1，0.2，-0.04）
p3（1，0.3，-0.09）
p4（1，0.4，-0.16）
p5（1，0.5，-0.25）

相邻轨迹位置

r（x，y，z）/ m
r0（1.138 8，0，0）

r1（1.1457，0.1，-0.024 6）
r2（1.1462，0.2，-0.069 2）
r3（1.1436，0.3，-0.133 1）
r4（1.1484，0.4，-0.219 4）
r5（1.1489，0.5，-0.324 4）

涂层重叠距离

d / mm
80.9
73.9
73.5
76.1
71.3
70.8

离散点对应涂层厚度

q（p，m，r）/ μm
q0（205.6，206.8，208.3）
q1（205.1，203.4，204.1）
q2（204.2，200.8，199.7）
q3（203.4，199.7，195.1）
q4（205.1，200.4，189.9）
q5（205.1，192.1，188.9）

表 1 计算结果

Tab. 1 Calculation results

由表 1数据可知，各离散点对应的涂层厚度分

布符合厚度差小于 10%的优化条件。

4 结 语

1）基于平面静态喷涂的椭圆双 β 分布模型，

研究了平面喷涂时两轨迹之间的涂料堆积情况，

得出相邻轨迹之间的涂料最佳重叠距离 d，并在

MATLAB中进行了验证。

2）根据对平面喷涂与曲面喷涂之间的映射关

系的研究，使用了一种复杂曲面的最小二乘自然

二次曲面拟合法，简化了复杂曲面喷涂轨迹规划

的研究。
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3）通过多段分割曲线逼近目标函数的方法，

提出了一种相邻路径之间涂料的最佳重叠距离的

计算思路，并在 MATLAB中进行了验证。该方法

为喷涂机器人在复杂曲面上的轨迹规划问题提供

了新的参考。
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